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Abstract

La búsqueda de patrones frecuentes en grafos es un problema de interés en diversas áreas de investiga-
ción. La mayorı́a de los algoritmos reportados en la literatura se enfoca en el caso en el que los patrones
se buscan en una colección de grafos y se usa el isomorfismo de grafos para determinar las ocurrencias de
cada patrón. En esta propuesta de investigación se aborda el problema de buscar patrones en un solo grafo,
utilizando correspondencia inexacta al momento de determinar las ocurrencias de un patrón. Adicional-
mente, se propone no dar como resultado el conjunto de todos los patrones frecuentes, sino un subconjunto
de patrones que sean interesantes, con el propósito de reducir la redundancia y facilitar el análisis del
conjunto de patrones de salida. Permitir correspondencia inexacta, entre un patrón y sus ocurrencias, hace
posible encontrar patrones que pasarı́an desapercibidos con otros algoritmos, pero plantea dificultades no
triviales, entre ellas, definir una función para establecer, de manera eficiente, la similitud entre grafos y una
estrategia para recorrer el espacio de búsqueda. Además de describir el problema propuesto, su contexto y
los lineamientos de la investigación que se plantea, en esta propuesta se introduce, como parte de los resul-
tados preliminares de la investigación, una función para comparar grafos usando correspondencia inexacta
y un algoritmo, AGraP, capaz de identificar patrones que pueden tener diferencias estructurales, tanto en
vértices como en aristas, respecto a sus ocurrencias. A través de los resultados experimentales se muestran
los logros y las limitaciones del algoritmo propuesto hasta el momento.

Palabras Clave: Patrones frecuentes en un solo grafo, correspondencia inexacta, patrones interesantes
en grafos

1



1. Introducción

El problema que se propone explorar en esta investigación doctoral es la búsqueda de patrones frecuentes
e interesantes en un solo grafo usando correspondencia inexacta. La importancia de la búsqueda de patrones
en grafos no resulta sorprendente dada la utilidad que las representaciones basadas en grafos han demostrado
en distintos problemas aplicados, al punto que, en los últimos años, la minerı́a de datos basada en grafos se ha
convertido en uno de los temas más estudiados en el campo de la Minerı́a de Datos [AW10, CH07, TSK06].
En particular, los patrones frecuentes en grafos han demostrado ser útiles para caracterizar conjuntos [BB02],
discriminar entre diferentes grupos [HWB+04], clasificar [DKWK05], agrupar y construir ı́ndices [YYH04],
etc.

Los algoritmos que abordan el problema de identificar patrones frecuentes en grafos difieren entre sı́ por
la estrategia de búsqueda que emplean, la forma en que generan candidatos a patrones, la naturaleza de los
grafos que examinan y el conjunto de patrones que encuentran [KRSA11]. En esta investigación, el problema
especı́fico de nuestro interés queda definido por tres caracterı́sticas importantes del escenario en el que se
desea trabajar: la búsqueda de patrones se realiza en un solo grafo, se emplea correspondencia inexacta al
momento de comparar grafos y no se desea obtener el conjunto de todos los patrones frecuentes, sino un
subconjunto de patrones interesantes. Cada uno de estos aspectos representa un eje de investigación en el
trabajo que proponemos e introduce dificultades importantes que deben tomarse en cuenta para desarrollar
una solución al problema.

El primer supuesto del problema que nos interesa es que la búsqueda de patrones se realiza en un solo
grafo. En este escenario, una de las principales dificultades radica en la forma de definir el soporte de
cada grafo candidato a patrón. En una colección de grafos el soporte de un candidato se define como la
cantidad de grafos que lo contienen; en el caso de un solo grafo, debido al posible traslape de ocurrencias,
definir el soporte de un candidato como el número de sus occurrencias en el grafo causa la pérdida de la
propiedad de antimonotonicidad (la propiedad establece que si un grafo es frecuente, todos sus subgrafos
son frecuentes) y, en consecuencia, los enfoques tradicionales para podar el espacio de búsqueda no pueden
ser aplicados. Con el objetivo de evitar la pérdida de la antimonotonicidad, se han propuesto diversas formas
de calcular el soporte de un patrón en un solo grafo [KK01, FB07, BN08, CYZH07], pero quizá por ésta y
otras dificultades que presenta, la minerı́a de patrones en un solo grafo ha sido relativamente poco estudiada;
hasta ahora, la búsqueda de patrones frecuentes en grafos se ha centrado principalmente en el caso de una
colección de grafos y para esto se han desarrollado algoritmos muy eficientes, como GraphSig [RS09],
Gaston [NK04], gSpan [YH02] o gRed [GAMPCOMT08], entre otros. Sin embargo, a pesar de que ha sido
poco estudiado, encontrar patrones frecuentes en un solo grafo es un problema que merece atención por
presentarse en distintas áreas de investigación, por ejemplo el análisis de redes sociales [Moo01, AAG11] o
de comunicación [Les09], y por la generalidad que en cierto sentido encierra: los algoritmos para encontrar
patrones en un sólo grafo pueden ser adaptados para el caso en el que los patrones se buscan en una colección
de grafos, mientras que la situación inversa no es posible [KK05]. Para usar un algoritmo de búsqueda de
patrones diseñado para una colección de grafos al caso en el que se tiene un solo grafo, es necesario dividir,
de alguna manera, al grafo original para entonces aplicar el algoritmo; desafortunadamente, al dividir al
grafo se corre el riesgo de “partir” patrones importantes y, en todo caso, decidir la mejor manera de dividir
un grafo no es una tarea trivial.

El segundo aspecto que se explorarará en esta investigación es la búsqueda de patrones en grafos utili-
zando correspondencia inexacta, es decir, al identificar las ocurrencias que un candidato a patrón tiene en
el grafo original, se desea permitir diferencias estructurales, en vértices y aristas, entre el grafo candidato y
los subgrafos que se consideren una aparición del mismo. La gran mayorı́a de los algoritmos que identifican
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Figura 1: Usando un umbral de frecuencia σ = 2, el patrón P no puede ser indentificado en G usando
isomorfismo de grafos, pero sı́ cuando se usa correspondencia inexacta.

patrones en grafos no permiten tales diferencias y, de alguna manera, requieren dar solución al problema de
isomorfismo de grafos para establecer si existe correspondencia entre el patrón que se está examinando y
algún subgrafo dado. Permitir diferencias tiene sentido cuando los datos con los que se trabaja están sujetos
a, por ejemplo, ruido o errores de muestreo; en tales casos (muy frecuentes en problemas reales) es fácil in-
tuir que una correcta identificación de patrones requiere la tolerancia a pequeños cambios en la información
contenida en vértices y aristas. Pero, más allá de un contexto en el que los datos puedan estar contaminados
por errores, utilizar correspondencia inexacta introduce cierta flexibilidad en los patrones que se analizan
y permite encontrar algunos que, usando correspondencia exacta, podrı́an pasar desapercibidos. La Fig.
1 muestra un ejemplo de un patrón que, con un umbral de frecuencia σ = 2, es identificable utilizando
correspondencia inexacta, pero que no puede ser encontrado cuando se usa isomorfismo de grafos.

Existen en la literatura algoritmos de búsqueda de patrones en grafos que permiten diferencias entre
un patrón y sus ocurrencias. Los algoritmos gApprox [CYZH07] y APGM [JZH11] se centran en casos
en donde las etiquetas en los nodos pueden ser diferentes y permiten algunas diferencias estructurales en
aristas, mientras que GraMi [SK11] busca patrones usando lo que los autores denominan una generalización
del ismorfismo de grafos, en donde la noción de una arista entre dos nodos se reemplaza por la de un camino
entre los mismos. Sin embargo, hasta donde sabemos, no existe un algoritmo que permita diferencias de
carácter estructural tanto en vértices como en aristas; es en este tipo de diferencias que queremos centrar
nuestra atención, de manera que dos grafos (un patrón y alguna de sus ocurrencias, por ejemplo) puedan
ser considerados similares aún si tienen diferente tamaño u orden. Además, nos interesa que las diferencias
permitidas entre grafos considerados similares sean, de alguna manera, proporcionales al tamaño de los
grafos que se comparan, de modo que diferencias pequeñas tengan más peso en grafos pequeños que en
grafos grandes, aunque esto conlleve a la pérdida de la antimonotonicidad.

Sin embargo, aunque utilizar correspondencia inexacta permite identificar patrones que pueden ser im-
portantes y que, de otra manera, pasarı́an desapercibidos, también introduce retos importantes al proceso de
minerı́a, por ejemplo, ¿cómo recorrer el espacio de búsqueda si no es posible podarlo en la forma habitual?
¿cómo manejar la elevada cantidad de ocurrencias que cada patrón puede tener? ¿cómo decidir si dos grafos
son suficientemente parecidos para que uno sea considerado ocurrencia del otro? ¿cómo evitar que la can-
tidad de patrones que se obtienen al final sea tan grande que analizarlos sea poco viable? Todas éstas son
dificultades con las que debe lidiarse para obtener una solución adecuada al problema que se plantea.

El tercer aspecto importante de nuestra investigación retoma la última de las preguntas planteadas en
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el párrafo anterior: dada la gran cantidad de patrones encontrados al final del proceso de minerı́a, ¿cómo
puede decidirse cuáles son de interés? Algoritmos como Gaston [NK04] y gSpan [YH02], entre otros, per-
miten encontrar el conjunto completo de patrones frecuentes en una colección de grafos, pero ¿qué tan útil
resulta encontrar todos los patrones frecuentes? La cantidad de patrones que pueden generarse en un pro-
blema de tamaño moderado puede llegar a ser prohibitivamente grande, constituyendo un cuello de botella
computacional y, en el mejor de los casos (si se logra completar el proceso de minerı́a), dando lugar a un
conjunto de patrones tan grande que no resulte verdaderamente informativo o útil para el análisis de los
datos de entrada. Para ilustrar esto consideremos el ejemplo referido por Hasan et al. [AHCS+07], en el
que se utilizó un algoritmo de búsqueda en profundidad [AHCS+05] para analizar tres grafos, cada uno
con 2154 nodos y un promedio de 81607 aristas; los autores reportan que al abortar el proceso de minerı́a
después de un dı́a, se habı́an encontrado más de 8 millones de subgrafos frecuentes, el más grande con tan
sólo 22 aristas. Algoritmos como SPIN [HWPY04], MARGIN [TVK10] y CloseGraph [YH03] tratan de
mitigar este problema concentrándose en la búsqueda de patrones maximales o cerrados, pero aún en este
caso la cantidad de patrones encontrados puede ser tan grande que no sea posible para un experto analizar
el resultado. Por esta razón, la atención en la minerı́a de patrones en grafos se ha desplazado, en los últimos
años, de encontrar el conjunto completo de patrones frecuentes, a encontrar un subconjunto significativo, es
decir, una menor cantidad de grafos que, de alguna manera, retenga la información del conjunto comple-
to de patrones [AW10, Cap. 12]. Siguiendo con esta tendencia, en esta investigación queremos obtener un
conjunto de grafos frecuentes que pueda considerarse representativo (interesante) del grafo analizado y que,
por contener un menor número de patrones, permita un análisis más valioso de los datos estudiados.

La combinación de los tres aspectos descritos anteriormente define el problema de investigación que se
propone explorar en esta investigación doctoral. La principal contribución que se espera al final de la inves-
tigación es un algoritmo capaz de identificar patrones frecuentes e interesantes en un solo grafo utilizando
correspondencia inexacta, que permita diferencias estructurales de vértices y aristas. En el camino para ob-
tener este algoritmo se esperan contribuciones adicionales, como una medida de similitud entre grafos que
pueda ser evaluada eficientemente y una definición de patrón interesante, posiblemente en el entorno de una
aplicación particular. Al respecto de dicha aplicación, cabe mencionar que nos interesa utilizar el algoritmo
propuesto en el contexto del análisis de grafos dinámicos. Los grafos dinámicos son, grosso modo, grafos
que varı́an con el tiempo, es decir, algunos vértices y/o aristas pueden aparecer o desaparecer a lo largo del
tiempo; sobre este tipo de grafos y sobre la forma en que nuestro algoritmo podrı́a utilizarse para su análisis
se hablará brevemente en el siguiente capı́tulo.

Hasta el momento, siguiendo la metodologı́a que se describe más adelante, nuestro esfuerzo se ha con-
centrado en definir un primer algoritmo de búsqueda de patrones frecuentes en un solo grafo utilizando
correspondencia inexacta. Como parte de los resultados preliminares de esta investigación, se han propuesto
una función de similitud, sensible al tamaño de los grafos que se comparan, basada en una variante de la
distancia de edición y una estrategia para identificar patrones que pueden tener diferencias estructurales,
tanto en vértices como en aristas, con sus ocurrencias. La medida de similitud y la estrategia propuestas,
se han utilizado para construir el algoritmo AGraP, que, llevando a cabo una búsqueda en profundidad, es
capaz de identificar patrones que no es posible encontrar con otros algoritmos del estado del arte.

El resto de esta propuesta está organizado como sigue: en el capı́tulo 2 se describe el contexto del pro-
blema, mencionando los principales trabajos relacionados; en el capı́tulo 3, se establecen los objetivos de
la investigación y se presenta la metodologı́a y el cronograma de trabajo propuestos para llevarla a cabo.
Posteriormente, en el capı́tulo 4, se describen los resultados preliminares obtenidos hasta el momento, lo
que incluye una descripción del algoritmo AGraP, y se muestran resultados experimentales que respaldan la
eficacia del algoritmo propuesto. Finalmente, en la sección 5 se presentan nuestras conclusiones.
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2. Antecedentes

Como se mencionó anteriormente, el problema central que se plantea en esta investigación doctoral es la
búsqueda de patrones frecuentes e interesantes en un solo grafo utilizando correspondencia inexacta.

En este capı́tulo se presentan las ideas necesarias para entender el contexto del problema y se señalan
los principales trabajos relacionados con la investigación que proponemos llevar a cabo. En las primeras
tres secciones se describen, respectivamente, la tres caracterı́sticas que definen la búsqueda de patrones
frecuentes en la que se centra nuestro interés: en un sólo grafo, utilizando correspondencia inexacta y con
interés en obtener patrones interesantes. En la cuarta sección se mencionan los principales enfoques que
existen en la literatura para establecer la similitud entre grafos. Finalmente, en la quinta sección se describe
la búsqueda de patrones en grafos dinámicos, que representa un contexto en el que se planea experimentar
durante el desarrollo de nuestro trabajo.

2.1. Búsqueda de patrones en un solo grafo

Los distintos algoritmos que existen para encontrar patrones frecuentes en grafos pueden clasificarse de
acuerdo a diferentes criterios, por ejemplo, la estrategia de búsqueda (en amplitud o en profundidad), la
completitud del conjunto de patrones encontrados (todos o parte de ellos), la estrategia de generación de
candidatos (extender o combinar patrones encontrados) y el tipo de datos que se están analizando (si es una
colección de grafos o un solo grafo). Esta última división define claramente dos escenarios distintos del
problema, con dificultades diferentes.

El problema de buscar patrones frecuentes consiste en encontrar, en los datos de entrada D, aquellos
subgrafos cuyo soporte sea mayor o igual que un umbral de mı́nimo soporte establecido por el usuario.
Cuando lo que se tiene es una colección de grafos, D = {G1, G2, . . . , Gn}, el soporte de un subgrafo g
está dado por s(g) = |Dg|/|D|, donde Dg representa al conjunto de grafos de soporte de g definido como
Dg = {Gi|g ⊂ Gi, Gi ∈ D}, con g ⊂ Gi indicando que g es un subgrafo de Gi. Entre los algoritmos
más conocidos para encontrar patrones en una colección de grafos se encuentran SUBDUE [Hol88], gSpan
[YH02], Gaston [NK04], CloseGraph [YH03], GraphSig [RS09], gRed [GAMPCOMT08] y MoFa [BB02].
Una descripción de estos algoritmos, sus diferencias, ventajas y desventajas puede encontrarse en [CYH10]
o [KRSA11].

El escenario de buscar patrones en un solo grafo, por otro lado, ha sido mucho menos explorado. A
pesar de esto, es un problema que aparece con mucha frecuencia en aplicaciones [Moo01, AAG11, Les09,
LGR+12], y se sabe que los algoritmos encontrados para este caso se pueden adaptar con relativa facilidad
al problema de una colección de grafos; en ese caso la idea principal es resolver, para cada grafo en la
colección, el problema de identificar si un patrón dado tiene al menos una ocurrencia en ese (solo) grafo. Los
algoritmos para una colección de grafos, por otro lado, no pueden ser directamente aplicados al problema
de buscar patrones en un solo grafo [KK05].

La principal diferencia cuando se buscan patrones en un solo grafo, respecto a buscar patrones en una
colección de grafos, radica en la forma de contar la frecuencia de un patrón dado, pues en el escenario de
un solo grafo las ocurrencias de un patrón pueden traslaparse (tener uno o más vértices en común) y, en ese
caso, es necesario establecer cuántas veces debe considerarse que ocurre un patrón; un conteo inadecuado
puede dificultar el recorrido del espacio de búsqueda. La falta de una estrategia para lidiar con ocurrencias
que se traslapan es una de las razones por las que los algoritmos diseñados para una colección de grafos no
funcionan en el caso de un solo grafo.

Idealmente, la función establecida como soporte de un patrón en un solo grafo debe satisfacer la pro-
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(a) G (b) G7 (c) G6

Figura 2: En esta figura pueden observarse patrones que no satisfacen la propiedad de antimonotonicidad,
si se contaran ocurrencias traslapadas. El grafo G6 es subgrafo de G7, pero tiene una menor frecuencia en
G.

piedad de antimonotonicidad: un subgrafo de tamaño k es frecuente solamente si todos sus subgrafos son
frecuentes. Esta propiedad es importante porque permite la poda del espacio de búsqueda del problema.
Los algoritmos que buscan subgrafos frecuentes empiezan considerando subgrafos de tamaño 1, es decir,
vértices, y hacen crecer gradualmente los subgrafos frecuentes encontrados. Para cada subgrafo se calcula
el soporte que tiene y si éste es menor al umbral establecido por el usuario, el subgrafo es eliminado; sólo
los subgrafos frecuentes se conservan para generar subgrafos de tamaño mayor. De esta manera se poda el
espacio de búsqueda, dado que al eliminar subgrafos infrecuentes no es posible que un supergrafo tenga
soporte mayor y, por lo tanto, ningún supergrafo será frecuente.

Establecer la medida de soporte de un patrón dentro de un solo grafo no es una tarea trivial. Si al buscar
patrones se ignoran los posibles traslapes y simplemente se cuentan todas las ocurrencias de un patrón
(subgrafo), se pierde la propiedad de antimonotonicidad. Esto se ilustra en la Figura 2. Las estructuras G7 y
G6 son ambas subgrafos de G; sin embargo, aunque G6 ocurre sólo una vez en G y está contenido en G7,
G7 tiene 6 ocurrencias en G.

En 2005 Kuramochi y Karypis [KK05] proponen los algoritmos Hsigram y Vsigram para encontrar pa-
trones frecuentes en un solo grafo. Los algoritmos propuestos difieren sólo en la estrategia que se sigue para
recorrer el espacio de búsqueda; uno utiliza búsqueda en amplitud y el otro en profundidad. Ambos algorit-
mos utilizan un etiquetado de vértices que permite ordenarlos y, de este modo, evitar repetir comparaciones;
de este modo se gana eficiencia. Para establecer la frecuencia de un patrón, los algoritmos construyen un
grafo de traslapes en ocurrencias del patrón, en el que cada vértice representa una ocurrencia y se conectan
los vértices mediante una arista si las ocurrencias representadas se traslapan; la Figura 3 muestra un ejemplo.
Los autores definen el soporte de un patrón como el máximo conjunto independiente del grafo de traslape de
ocurrencias asociado al patrón. Recordemos que, en Teorı́a de Grafos, el máximo conjunto independiente de
un grafo es el conjunto más grande de vértices del grafo que cumple con la propiedad de que ningún vértice
del conjunto es adyacente a otro; encontrar este conjunto es un problema NP-difı́cil.

Más adelante, los mismos autores proponen un nuevo algoritmo, GREW [KK04], que representa una
especialización de Vsigram para el caso particular de un solo grafo, no dirigido, para el cual existe garantı́a
de que, entre otras propiedades, la cantidad de ocurrencias sin traslape para cada patrón es al menos tan
grande como el umbral de frecuencia establecido por el usuario. En este nuevo algoritmo se sacrifica la
completitud del conjunto de patrones frecuentes obtenidos, pero se reporta un incremento considerable en
cuanto a la eficiencia.

En 2007 Fiedler y Borgelt [FB07] sugieren una definición de suporte que permite ciertos traslapes, siem-
pre y cuando no sean dañinos, es decir, siempre que no afecten la propiedad de antimonotonicidad. Pos-
teriormente, en 2008, Bringmann y Nijssen [BN08] sugieren una medida de soporte que no requiere la
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Figura 3: Ejemplo de un grafo de traslapes de ocurrencias. Este tipo de grafo se usa en el trabajo de
Kuramochi y Karypis [KK05] para definir la frecuencia de un patrón dado.

Figura 4: Ejemplo de la idea que sigue el algoritmo SUBDUE: se trata de indentificar la subestructura que
mejor comprime al grafo original, se reemplaza dicha estructura por un solo vértice y se aplica recursiva-
mente el procedimiento al grafo resultante.

construcción del grafo de traslapes ni la identificación del máximo conjunto independiente y que, por lo
tanto, resulta menos costosa computacionalmente; dado un grafo G y un grafo patrón P = (V,E) se define
su soporte basado en la mı́nima imagen en G como

σ(P,G) = mı́n
v∈VP

|{ϕ(v) : ϕ es el mapeo entre P y una de sus ocurrencias en G}| .

SUBDUE [HCD94] también permite encontrar patrones en un solo grafo, aunque su enfoque es distinto.
SUBDUE no busca propiamente los subgrafos frecuentes, sino aquellos que más comprimen al grafo origi-
nal, siguiendo el principo de Minimum Description Length. Usando este principio, con un algoritmo greedy
y beam search, SUBDUE identifica las estructuras que permiten la mejor compresión del grafo original y
las reemplaza por vértices para, posteriormente, repetir el proceso; la Figura 4 muestra un ejemplo del pro-
cedimiento. SUBDUE no garantiza encontrar todas las estructuras frecuentes, ni, propiamente, se concentra
en encontrar éstas.

Todos los algoritmos mencionados hasta ahora identifican las ocurrencias de un patrón candidato re-
solviendo el problema de isomorfismo de grafos (o subgrafos), que consiste en determinar si un grafo es
isomorfo a otro, es decir, dados los grafos G1 = (V1, E1) y G2 = (V2, E2), se busca determinar si existe
una función biyectiva f : V1 7→ V2 tal que los vértices u y v en G1, son adyacentes si y sólo si f(u) y
f(v) son adyacentes en G2. Este problema es claramente NP, pero no se ha establecido si se trata de un
problema NP-completo, aunque se cree que lo es [LP09]. Por lo tanto, resolverlo es impráctico, pues todos
los algoritmos conocidos son exponenciales respecto al tamaño de los grafos que se estén considerando.
Como consecuencia, se tienen al menos dos opciones: usar un algoritmo aproximado que quizá produzca
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soluciones no óptimas, o aplicar el algoritmo sólo a un subconjunto de los datos. Los algoritmos mencio-
nados en esta sección emplean la segunda opción y cuentan con estrategias de preprocesamiento de datos,
entre otras, para resolver el problema de isomorfismo de grafos tan pocas veces como sea posible.

El algoritmo que proponemos desarrollar en esta investigación doctoral difiere de los algoritmos men-
cionados anteriormente en que no usará isomorfismo de grafos para contar las ocurrencias de un patrón.
Las ventajas y desventajas de esta caracterı́stica se discuten brevemente en la siguiente sección, pero, en
definitiva, puede decirse que utilizar correspondencia inexacta requiere de una estrategia diferente a la de
los algoritmos descritos. El único trabajo en la literatura que realiza búsqueda de patrones en un solo grafo
utilizando correspondencia inexacta, y que por lo tanto es el más parecido a lo que proponemos, es gApprox
[CYZH07]; este algoritmo se describirá en la siguiente sección.

2.2. Búsqueda de patrones con correspondencia inexacta

El problema de correspondencia entre grafos se refiere a, dados dos grafos, determinar si son suficiente-
mente parecidos para que uno sea considerado una ocurrencia del otro. En la correspondencia exacta, para
que dos grafos se consideren equivalentes se requiere que exista una correspondencia total entre sus vértices
y aristas (y etiquetas, en el caso de grafos etiquetados), en otras palabras, que exista un isomorfismo entre
ellos; por otro lado, cuando se permite que existan algunas diferencias entre los grafos, se tiene una corres-
pondencia inexacta. Puesto que muchos grafos se construyen a partir de datos de la vida real y están sujetos
a errores, la correspondencia inexacta entre grafos, a través de medidas de similitud y algoritmos que las
implementan, ha sido aplicada en diferentes problemas, como, por ejemplo, el procesamiento de imágenes
[HCR99, CBBLn05] y la minerı́a de textos [AC05], entre otros.

El uso de correspondencia inexacta en la búsqueda de patrones en grafos ha sido poco explorado; entre
los trabajos reportados en la literatura podemos citar al algoritmo Monkey [ZYC07], que permite detectar
árboles frecuentes aproximados en datos estructurados; el algoritmo MUSE [ZLGZ09], que busca patrones
frecuentes aproximados en datos con incertidumbre; y el algoritmo SUBDUE [Hol88, HCD94], que ofrece
la posibilidad de introducir un umbral de similitud y una funcion de distorsión que asigne un costo especı́fico
a cada operación de edición entre grafos (cambio de etiqueta, inserción o eliminación de un vértice o una
arista), de manera que dos grafos sean similares si el costo total de transformar un grafo en el otro está por
debajo del umbral. Aunque en estos tres algoritmos hay búsqueda de patrones aproximados, ninguno de ellos
se centra en el problema de nuestro interés; de hecho, sólo econtramos en la literatura dos algoritmos cuyo
objetivo principal es encontrar patrones frecuentes en grafos usando correspondencia inexacta: gApprox
[CYZH07] (en un solo grafo) y APGM [JZH11] (en una colección de grafos).

El algoritmo gApprox fue propuesto en 2006 por Chen et al. como una herramienta para encontrar pa-
trones aproximados en grafos. Este algoritmo tiene como motivación capturar patrones interesantes que
pasarı́an desapercibidos con correspondencia exacta y hacerlo en un solo grafo, lidiando con el problema
de establecer el soporte de un patrón. Para alcanzar el primer objetivo, capturar patrones aproximados, los
autores proponen permitir que dos grafos puedan ser considerados similares a pesar de diferencias en el
etiquetado y en la cantidad de aristas. En el caso de las diferencias entre etiquetas, se asume que el usuario
provee de una lista inicial que indica, para cada etiqueta, cuáles etiquetas pueden reemplazarla. En gApprox
se debe tener un mapeo uno a uno entre los vértices de dos grafos similares, ası́ que no se permiten diferen-
cias a este respecto. La similitud entre dos grafos se mide en términos del total de etiquetas que difieren (en
todos los casos las diferencias de etiquetas deben ser reemplazos admisibles, de acuerdo con la lista provista
por el usuario) y la diferencia que existe entre las aristas de los grafos que se están comparando. Con esto,
la medida de similitud que se obtiene es una variante de la distancia de edición [GXTL10], pues cuenta
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las diferencias (de aristas y etiquetas) entre las dos estructuras consideradas. Dado un umbral de error, se
considera que dos grafos se corresponden si su similitud (la cantidad de diferencias entre ellos) es menor
que el umbral.

gApprox explora el espacio de búsqueda siguiendo un enfoque de crecimiento de patrones. Para el cálcu-
lo del soporte sigue la estrategia de no contar ocurrencias con traslape, pero dado que esto es muy costoso
(como los autores argumentan), el soporte de cada patrón se establece mediante el cálculo de una cota
superior para el máximo número de ocurrencias disjuntas que existen en el conjunto de ocurrencias identi-
ficadas. Dicha cota superior se calcula de una manera relativamente eficiente, especialmente si se compara
con la costosa operación de identificar el máximo conjunto independiente de un grafo de traslapes, como
fue propuesto por Kuramochi y Karypis [KK05]; sin embargo, representa una medida que, aunque conserva
la propiedad de antimonotonicidad (y, en consecuencia, permite la poda del espacio de búsqueda), podrı́a
causar que se descarten patrones de interés. gApprox tiene el mérito de ser el primer algoritmo que aborda
el problema de búsqueda de patrones aproximados en un solo grafo.

En 2011, Jia, Zhang y Huan proponen APGM [JZH11], un método para realizar minerı́a de grafos con
datos afectados por ruido en aplicaciones del mundo real. Los autores se centran en el problema particular
de estructuras en proteı́nas, señalando que los datos en este problema pueden tener ruido y distorsiones
provenientes de cambios en los aminoácidos de las proteı́nas o mediciones experimentales imperfectas, entre
otras fuentes, de manera que emplear correspondencia exacta implica imponer una restricción poco realista
que puede pasar por alto patrones importantes. Para evitar esto, proponen usar una medida de similitud
entre grafos basada en una matriz de compatibilidad, M , cuadrada, real, cuyos ı́ndices corresponden a las
etiquetas de vértices presentes en la base de datos que se está analizando y cada entrada Mij ∈ [0, 1] indica
la probabilidad de que la etiqueta i sea confundida por la etiqueta j. Dada una matriz de compatibilidad y
un umbral de similitud τ , se define un grafo G = (V,E) como aproximadamente isomorfo a un subgrafo
de G′ = (V ′, E′) si existe una función inyectiva f : V 7→ V ′ de manera que el producto, Sf , de la
similitud (normalizada) entre cada pareja de vértices (v, v′) sea mayor que τ ; en cada caso la similitud entre
dos vértices se normaliza dividiéndola entre la similitud que se espera entre la etiqueta del vértice v y ella
misma (las entradas en la diagonal de la matriz de compatibilidad). Posteriormente, se define la similitud
S, entre dos grafos, como el máximo valor que puede tomar Sf , considerando todas las posibles funciones
f entre los grafos que se están comparando. Los autores señalan la posibilidad de tener una matriz de
compatibilidad para las aristas e incluir una etiqueta especial de “arista nula”, para, de esta forma, permitir
diferencias estructurales entre los grafos; sin embargo, no se profundiza en esta idea.

APGM está diseñado para trabajar en una colección de grafos D, el soporte de un patrón dado, P , es
definido como:

supP =
∑

G′∈DP

S(P,G′)/|D|,

donde DP representa el subconjunto de grafos en D que contienen un subgrafo aproximadamente isomorfo
a P , dado el umbral de similitud τ . Un patrón P es frecuente si su soporte es mayor o igual que un umbral
de frecuencia σ dado por el usuario. Cabe destacar que, por tratarse de una colección de grafos y no un solo
grafo, los autores no tienen que lidiar con el problema del traslape de ocurrencias.

Finalmente, debe destacarse que, en APGM, las podas al espacio de búsqueda dependen por completo de
que: (1) la matriz de compatibilidad M sea estable, es decir, que cada elemento de la diagonal principal de
la matriz sea estrictamente mayor que el resto de las entradas de su fila; (2) que la medida de similitud entre
grafos establecida cumpla la propiedad de antimonotonicidad.

La principal diferencia entre el trabajo de estos autores y el que proponemos, es que nosotros queremos
realizar la búsqueda en un solo grafo y las diferencias estructurales que queremos considerar incluyen el
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caso en el que dos grafos tienen diferente cantidad de vértices, lo cual requiere de una estrategia de búsqueda
diferente.

Respecto al algoritmo gApprox podemos decir que, de entre todos los trabajos reportados hasta el momen-
to en la literatura, es el que guarda mayor similitud con el trabajo que proponemos. La diferencia fundamen-
tal con nuestro trabajo radica en que no queremos limitar la similitud entre grafos al caso en el que ambos
tienen la misma cantidad de vértices; esto introduce más flexibilidad pero también complica la búsqueda y
manejo de ocurrencias de un patrón. Otro punto en el que se difiere de gApprox es la medida de soporte que
utiliza, ya que pensamos que la cota superior empleada por gApprox es demasiado amplia y esto origina que
se desechen patrones que podrı́an ser interesantes; para resolver esto se requiere de una medida de soporte
que pueda ser calculada eficientemente. Finalmente, cabe mencionar que nos interesan funciones de simi-
litud que posiblemente no cumplen con la propiedad de antimonotonicidad y esto introduce otra fuente de
complejidad al problema de buscar patrones frecuentes en un solo grafo.

2.3. Búsqueda de patrones representativos

La complejidad inherente a los datos representados mediante grafos causa la explosión combinatoria del
problema de búsqueda de patrones en grafos; como consecuencia, el interés actual en los algoritmos de
búsqueda de patrones en grafos no es tanto obtener el conjunto completo de grafos frecuentes, sino centrar
la atención en los grafos que, además de frecuentes, son significativos; esto puede llevar a reducir el costo
computacional del análisis de los patrones obtenidos e incrementar la aplicabilidad de los mismos.

Una primera idea para obtener patrones frecuentes y significativos, consiste en encontrar el conjunto de
patrones frecuentes, P , y, posteriormente, analizar P para seleccionar cuáles son los patrones interesantes.
Aunque lo interesante de un patrón depende en gran medida del contexto en el que se está trabajando y
del interés del usuario, los trabajos reportados en la literatura coinciden en que, mientras al buscar patrones
frecuentes se toma en cuenta el soporte individual de cada patrón, al buscar un subconjunto de patrones
interesantes es necesario tomar en cuenta la información que los patrones, como grupo, proporcionan. Se
pueden mencionar al menos tres enfoques presentes en la literatura para, dado P , seleccionar un subconjun-
to de patrones interesantes: (1) elegir un subconjunto que permita la reconstrucción del conjunto completo
[CG02, BL06], (2) agrupar patrones en P (clustering) y luego seleccionar un representate de cada grupo,
obteniendo ası́ un resumen de la información en el conjunto completo [PDZH02], y (3) seleccionar un sub-
conjunto de patrones que sean informativos. En esta última categorı́a existe diversidad al definir qué es un
patrón informativo, pero, en general, se busca minimizar la redundancia en la información que brindan los
patrones del subconjunto seleccionado; un ejemplo en esta categorı́a es el trabajo de Bringmann y Zimmer-
mann [BZ09], que propusieron evaluar cada patrón con base en la partición que induce en la base de datos
analizada. Una desventaja evidente en todos estos trabajos consiste en que primero debe encontrarse el con-
junto P de todos los patrones frecuentes, lo que puede ser muy costoso y, al final, una buena parte de estos
patrones terminan por ser deshechados. Debe señalarse que los algoritmos mencionados están pensados para
encontrar patrones en general, no especı́ficamente en grafos.

En el caso de grafos, encontrar el conjunto completo de patrones frecuentes y después seleccionar unos
cuantos, puede ser tan costoso que resulte poco útil. Quizá por eso ORIGAMI [AHCS+07], el único tra-
bajo (hasta donde sabemos) que aborda el tema de seleccionar patrones informativos en grafos, sigue un
enfoque aleatorio. En 2007, Hasan et al. propusieron el algoritmo ORIGAMI para, dada una colección de
grafos D, encontrar un conjunto α-ortogonal, β-representativo de grafos frecuentes maximales,M, en D.
Intuitivamente, dos patrones son α-ortogonales si su similitud está por debajo de un umbral α y un patrón
es β-representativo de otro si la similitud entre ambos es al menos β. La ortogonalidad entre patrones de
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un conjunto R permite disminuir la redundancia en la información que proveen, mientras que la represen-
tatividad asegura que cualquier patrón que no esté en el conjunto tiene un representante, muy similar, en
R. De esta forma, un conjunto α-ortogonal β-representativo se vuelve una especie de resumen del conjunto
completo de subgrafos frecuentes.

ORIGAMI, en una primera etapa genera, mediante caminatas aleatorias, una muestra M̂ de subgrafos
frecuentes maximales en D. La atención se centra en subgrafos frecuentes maximales porque hay un menor
número de subgrafos frecuentes maximales que de subgrafos frecuentes; sin embargo, puesto que puede ser
muy costoso encontrar el conjunto completo de grafos maximales, se utiliza un enfoque aleatorio. En una
segunda etapa, se construye un conjunto α-ortognal que sea β-representativo de M̂.

Lo más interesante de ORIGAMI es la idea de un conjunto que minimiza la redundancia al mismo tiempo
que retiene información sobre el conjunto de grafos que representa.

2.4. Medidas de similitud entre grafos

Durante las últimas décadas se ha realizado mucho trabajo en el estudio de medidas de distancia, o
similitud, entre grafos, en diferentes dominios de aplicación. De acuerdo con Xiao et al. [XDW+08] estas
medidas pueden agruparse en tres categorı́as:

Medidas de distancia basadas en costo, o distancias de edición [GXTL10]. La similitud entre grafos
queda definida como el mı́nimo costo requerido para transformar un grafo en otro; cada operación
para transformar un grafo (inserción, eliminación o sustitución de vértices o aristas) tiene asignado
un costo, dado por el usuario, que posiblemente incorpora información especı́fica del contexto del
problema. Aunque, dados dos grafos G1 y G2, pueden existir distintas secuencias de operaciones que
transformen G1 en G2, la distancia de edición se define como el mı́nimo costo asociado a la transfor-
macion, y éste es único; encontrarlo, sin embargo, no es una tarea sencilla y el método que se sigue
para calcularlo depende del tipo de grafos que se esté considerando. Establecer la similitud entre los
vértices y aristas correspondientes es un problema que no está resuelto; en el caso de grafos etique-
tados, los distintos métodos para calcular la distancia de edición utilizan las etiquetas de vértices y/o
aristas [NB04, NB05, NB06]. En el caso de grafos sin etiquetas, generalmente los grafos se transfor-
man en cadenas de texto (strings), utilizando información sobre los vértices, aristas y su conectividad,
y la distancia de edición entre dos grafos se calcula a partir de la distancia de edición existente entre
las cadenas de texto correspondientes [RKH03, RKH04, YH06].

Medidas de distancia basadas en estructura [BS98, HP04]. El grado de similitud entre dos grafos se
mide por una o varias subestructuras que tengan en común. Un ejemplo de este tipo de medidas es
la métrica basada en el máximo subgrafo común [BS98]; si g es un subgrafo común entre G1 y G2,
se dice que es máximo si no existe ningún otro subgrafo común a G1 y G2 que tenga más vértices
que g. Si msc(G1, G1) denota al máximo subgrafo común entre G1 y G2, Bunke y Shearer definen la
distancia entre dos grafos como

d(G1, G2) =
|Vmsc(G1,G2)|

máx(|VG1 |, |VG2 |)

y demuestran que esta medida satisface las propiedades de una métrica. Encontrar el máximo subgrafo
común entre dos grafos puede ser muy costoso computacionalmente, pero se ha demostrado [Bun97]
que el cálculo del máximo subgrafo común entre dos grafos es equivalente al cálculo de la distancia
de edición entre los grafos, utilizando cierta función de costo; esto permite que algoritmos para el
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cálculo de la distancia de edición puedan adaptarse para el cálculo de la distancia basada en el máximo
subgrafo común.

Medidas de distancia basadas en caracterı́sticas [DES07]. Cada grafo se asocia a un vector de ca-
racterı́sticas; la similitud entre grafos queda definida por la distancia entre sus respectivos vectores
asociados. La construcción de los vectores depende de las caracterı́sticas estructurales de interés para
el problema particular que se esté tratando.

Un enfoque distinto a los anteriores para calcular la similitud entre grafos es el uso de kernels para grafos.
Una función kernel es una función simétrica que mapea parejas de patrones a números reales [NB07]. En
principio, un kernel K corresponde al producto interno en algún feature space que, en general, es diferente
del espacio de representación de las instancias. La idea de construir kernels para grafos fue propuesta por
Kondor y Lafferty [KL02] y extendida por Smola y Kondor [SK03] y por Gärtner [Gar02]. Desde entonces se
han propuesto numerosas funciones que permiten la comparación de grafos en problemas especı́ficos; según
señalan Bunke y Riesen en [BR11], estas funciones pueden agruparse en tres familias principales: kernels
de difusión [KL02], kernels basados en caminatas aleatorias [GFW03, VBKS08] y kernels de convolución
[RG03, SVP+09]. Desafortunadamente, los kernels pueden ser muy costosos de evaluar, lo que los hace
una opción poco conveniente cuando se tienen que realizar numerosas comparaciones entre grafos. Una
descripción detallada de los kernels para grafos, sus propiedades, caracterı́sticas y usos, se puede encontrar
en [Gär08] o [NB07].

2.5. Patrones en grafos dinámicos

Como se mencionó anteriormente, un área de investigación en la que el algoritmo que deseamos desarro-
llar puede ser utilizado es la concerniente a los grafos dinámicos. Este tipo de grafos ha atraı́do la atención
de la comunidad cientı́fica en la última década; según señalan Desikan et al. [DS04] “los cambios en los
datos en una dimensión temporal revelan un nuevo tipo de información” e incorporar una dimensión tem-
poral a problemas tı́picamente modelados a través de grafos resulta de interés en áreas como el análisis de
la Web y otras redes de información [FMNW03, KNRT05], el estudio de la trayectoria de transmisión de
enfermedades en simulaciones epidemiológicas [KM96, EGK+04], el estudio de la propagación de influen-
cia e información en redes sociales [KKT03, TWH05] y el estudio de grafos de correlaciones de precios de
mercado [KKLK02], entre otras.

Un grafo dinámico modela cambios que ocurren a través del tiempo en un grafo dadoG; conceptualmente
se puede representar como una sucesión de grafos G1, G2, . . . , GT de manera que Gt = (Vt, Et), con
1 ≤ t ≤ T , corresponde a una captura (snapshot) del grafo G en el tiempo t. Uno de los principales
retos al intentar determinar patrones en un grafo dinámico consiste en incorporar la dimensión temporal al
análisis que se está realizando; una técnica comúnmente utilizada por los métodos de minerı́a de patrones
en grafos dinámicos consiste en identificar los patrones en cada representación del grafo en un tiempo
especı́fico determinado, i.e., identificar los patrones en cada grafo Gt, y, posteriormente, determinar de
alguna manera el cambio existente entre los patrones que pertenecen a dos grafos consecutivos para, ası́,
describir la evolución ocurrida [YHC08, IW08, Rob09]. Desafortunadamente, establecer la correspondencia
entre los patrones de Gt y Gt+1 no es una tarea trivial y, además, usando esta estrategia es difı́cil identificar
patrones temporales que no suceden en tiempos consecutivos.

Una alternativa presentada por Borgwardt et al. [BKW06] en 2006 consiste en representar toda la infor-
mación del grafo dinámico en un sólo grafo. El trabajo supone que los vértices permanecen constantes a lo
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largo de toda la evolución del grafo y representa el cambio en las relaciones entre vértices, i.e., el comporta-
miento de las aristas, mediante etiquetas de 0s y 1s que señalan la presencia (o ausencia) de una arista en un
tiempo dado. Esta forma de representación elimina la necesidad de establecer la relación entre los patrones
de grafos consecutivos, pero deja abierto el problema de identificar patrones en un solo grafo con etique-
tas y elementos que pueden variar. Consideramos que, por las caracterı́sticas de este tipo de grafos, aplicar
nuestro algoritmo serı́a de gran utilidad, por lo tanto, los grafos dinámicos proveen un contexto interesante
en el cual experimentar durante el desarrollo de nuestra investigación.

3. Propuesta

3.1. Preguntas de investigación

En este trabajo se pretende contestar las siguientes preguntas de investigación:

¿Qué función de similitud puede emplearse para comparar subgrafos de manera que se permitan
diferencias estructurales en vértices y aristas en grafos considerados similares?

¿De qué manera puede calcularse el soporte de un patrón en un sólo grafo tomando en cuenta las
caracterı́sticas del grafo y el uso de correspondencia inexacta?

¿De qué manera puede recorrerse el espacio de búsqueda para identificar patrones en un grafo utili-
zando correspondencia inexacta?

¿Cómo puede obtenerse un conjunto interesante de grafos frecuentes, de manera que se tenga un
conjunto representativo y, a la vez, se disminuya la redundancia en los patrones reportados?

3.2. Objetivo general

El objetivo general de esta investigación doctoral es el siguiente:

Desarrollar un algoritmo de búsqueda de patrones frecuentes e interesantes en un solo grafo,
usando correspondencia inexacta, permitiendo variaciones estructurales en vértices y aristas.

3.3. Objetivos especı́ficos

1. Definir una medida de similitud entre grafos que admita diferencias estructurales tanto en vértices
como en aristas y tome en cuenta el tamaño de los grafos que se comparan.

2. Proponer una estrategia que, usando la medida de similitud definida anteriormente, permita la búsque-
da de patrones con correspondencia inexacta.

3. Definir una medida de soporte para determinar la frecuencia de un patrón dado dentro de un grafo,
considerando correspondencia inexacta entre grafos.

4. Integrar e implementar un algoritmo para encontrar subgrafos frecuentes en un solo grafo, utilizando
las estrategias y medidas establecidas anteriormente.

5. Diseñar e implementar una estrategia para obtener grafos que, además de frecuentes, resulten intere-
santes.
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6. Evaluar la calidad de los patrones encontrados en el contexto de una aplicación y tareas de minerı́a de
datos como clasificación supervisada o extracción de reglas.

3.4. Contribuciones esperadas

Las principales contribuciones esperadas al término de esta investigación doctoral son las siguientes:

Una medida de similitud entre grafos que admita diferencias estructurales tanto en vértices como en
aristas y que pueda ser evaluada eficientemente.

Una estrategia que permita recorrer el espacio de búsqueda tomando en cuenta el incremento de ocu-
rrencias para cada patrón que puede originar el uso de correspondencia inexacta y la posible pérdida
de la antimonotonicidad.

Una medida de soporte de patrones en un solo grafo.

Una estrategia para obtener un subconjunto de grafos frecuentes interesantes.

Un algoritmo que integre las contribuciones anteriores y permita la búsqueda de patrones frecuentes
e interesantes en un solo grafo usando correspondencia inexacta.

3.5. Metodologı́a

La metodologı́a para poder alcanzar los objetivos propuestos en este trabajo es la siguiente:

1. Definir una medida de similitud entre grafos que admita diferencias estructurales tanto en vértices
como en aristas y tome en cuenta el tamaño de los grafos que se comparan.

a) Evaluar las medidas existentes en la literatura y decidir cuáles de ellas tienen las caracterı́sticas
que buscamos: permitir comparar dos subgrafos de manera eficiente, ser suficientemente flexible
para considerar similares dos grafos que guardan diferencias estructurales entre vértices y aristas,
y permitir diferencias entre grafos de manera proporcional al tamaño de los grafos que se están
comparando.

b) Proponer una medida de similitud, tal vez ponderando alguna medida encontrada en el paso
anterior con el tamaño de los grafos. Si ninguna medida reportada en la literatura permite lo que
buscamos, se propondrá una nueva.

2. Proponer una estrategia que, usando la medida de similitud definida anteriormente, permita la búsque-
da de patrones con correspondencia inexacta.

a) Establecer la forma en que puede recorrerse el espacio de búsqueda tomando en cuenta el aumen-
to de ocurrencias, de cada patrón, que utilizar correspondencia inexacta trae como consecuencia.

b) Determinar cómo pueden manejarse las ocurrencias de un patrón de manera que, siguiendo un
enfoque de crecimiento de patrones, se pueda identificar las ocurrencias de un nuevo patrón,
considerando que pueden existir diferencias estructurales tanto en vértices como en aristas.
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c) Desarrollar, con la estrategia propuesta, un algoritmo de búsqueda de patrones con correspon-
dencia inexacta, para ası́ poder evaluar la correcta identificación, en grafos construidos para este
propósito, de patrones que sólo pueden ser hallados mediante el uso de correspondencia inexac-
ta. En este algoritmo “intermedio” se planea usar una estrategia de crecimiento de patrones en
profundidad y alguna de las medidas de soporte (o cotas para ellas) propuestas en la literatura
[KK05, FB07, CYZH07, BN08].

3. Definir una medida de soporte para determinar la frecuencia de un patrón dentro de un grafo, consi-
derando correspondencia inexacta entre grafos.

a) Analizar las medidas de soporte existentes para decidir si alguna es adecuada para las condicio-
nes que se proponen y si, además, puede calcularse eficientemente. Si las medidas reportadas en
la literatura no satisfacen estos requisitos, se deberá definir una nueva de la siguiente manera:

1) Analizar inicialmente si deberı́a evitarse cualquier tipo de traslape al momento de contar las
ocurrencias de un patrón.

2) Establecer una medida de soporte compatible con la respuesta anterior y con el uso de
correspondencia inexacta.

b) Analizar la posibilidad de, con el fin de incrementar la eficiencia en su cálculo, utilizar una
aproximación a la medida propuesta.

4. Integrar e implementar un algoritmo para encontrar subgrafos frecuentes en un solo grafo, que utilice
las estrategias y medidas establecidas anteriormente.

a) Integrar la estrategia de identificación de patrones con correspondencia inexacta propuesta en el
paso 1 y la medida de soporte definida en el paso 2, para desarrollar un algoritmo de búsqueda
de patrones con diferencias estructurales, tanto en vértices como en aristas, en un solo grafo.

b) Analizar si es posible mejorar la eficiencia del algoritmo combinando propiedades de las medi-
das establecidas para calcular la similitud entre grafos y el soporte de un patrón, como se hace
en el algoritmo APGM [JZH11] para estimar el soporte de un grafo.

c) Comparar la cantidad y calidad de patrones encontrados mediante el algoritmo desarrollado,
contra los que se obtienen utilizando gApprox [CYZH07], que, hasta el momento, es el único
algoritmo reportado en la literatura que realiza búsqueda de patrones frecuentes aproximados en
un solo grafo. La calidad de los patrones se medirá en una tarea de minerı́a de datos, posible-
mente clasificación supervisada.

5. Diseñar e implementar una estrategia para obtener grafos que, además de frecuentes, resulten intere-
santes.

a) Una posibilidad es iniciar situando el problema en el contexto de una aplicación particular.
En este caso serı́a necesario analizar el contexto de la aplicación seleccionada para determinar
qué información es de mayor interés. Las aplicaciones que se han considerado para esto son
grafos dinámicos [DS04, YHC08, IW08, Rob09], redes de sistemas sociales y organizacionales
[Car09, PC11], redes con signo [KLB09, LHK10, KSL+10] y redes de comunicación [KS05,
EPL09].

b) Tomando en cuenta el análisis anterior y algunas propiedades descritas en la literatura para
reconocer patrones “interesantes” [PJZ05, Rob09], adaptar la medida de similitud definida en el
paso 1, para comparar grafos midiendo la redundancia en la información que contienen.
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c) Diseñar una estrategia que permita obtener un subconjunto de patrones frecuentes, de manera
que la redundancia entre los patrones elegidos sea mı́nima y, al mismo tiempo, representen la
información importante del conjunto de patrones frecuentes. Esta estrategia podrı́a integrarse
al algoritmo del punto anterior con el objetivo de producir directamente sólo los patrones in-
teresantes, o bien, llevarse a cabo en un paso de post-procesamiento, i.e., calculando todos los
patrones y, posteriormente, seleccionando sólo los interesantes.

6. Evaluar la calidad de los patrones encontrados en el contexto de una aplicación y tareas de minerı́a de
datos como clasificación supervisada, extracción de reglas o agrupamiento.

a) Determinar las bases de datos que se usarán para la tarea. En el caso de los grafos dinámicos,
algunas bases utilizadas comúnmente en la literatura son la base de datos de emails ENRON
[KY04] y la de bibliografı́a en Ciencias Computacioneles DBLP [oT, Ley02].

b) Construir grafos a partir de la aplicación y base de datos seleccionadas. Si esta aplicación es la de
grafos dinámicos, los grafos contendrán información temporal siguiendo la forma de represen-
tación de grafos dinámicos propuesta por Borgwardt et al. [BKW06], en la cual la información
se condensa en un solo grafo etiquetado; de esta manera será posible el uso de nuestro algoritmo
sin necesidad de modificaciones significativas.

c) Evaluar la calidad de los patrones obtenidos, comparando su utilidad para discriminar entre cla-
ses de grafos, contra la utilidad de patrones frecuentes aproximados generados por gApprox
[CYZH07]. También se considera la posibilidad de comparar contra algoritmos diseñados espe-
cificamente para encontrar patrones en el contexto de la aplicación que se haya seleccionado; por
ejemplo, en el caso de grafos dinámicos podrı́a usarse el algoritmo Dynamic GREW [BKW06],
que encuentra patrones en grafos dinámicos usando correspondencia exacta (isomorfismo).

3.6. Plan de trabajo

El cronograma de actividades propuesto se muestra a continuación. Las columnas corresponden a perio-
dos de cuatro meses.
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2012 2013 2014

1 2 3 1 2 3 1 2 3

Revisión estado del arte

Definición problema

Preparación propuesta

Defensa propuesta

Establecer función de similitud y estrategia de búsqueda

Algoritmo con correspondencia inexacta

Establecer medida de soporte

Obtención de patrones interesantes

Aplicación del algoritmo en grafos dinámicos

Artı́culo sobre algoritmo con correspondencia inexacta

Artı́culo sobre patrones interesantes en un solo grafo

Artı́culo sobre aplicación en grafos dinámicos

Escritura de la tesis

Revisión de tesis por el Comité y correcciones

Defensa de la tesis

4. Resultados preliminares

Como se señaló en el capı́tulo anterior, el primer objetivo especı́fico de esta investigación consiste en
proponer una medida de similitud entre grafos y una estrategia que, usando la medida definida, permita la
búsqueda de patrones con correspondencia inexacta, admitiendo diferencias estructurales tanto en vértices
como en aristas. En este capı́tulo se describe el trabajo que se ha llevado a cabo hasta el momento para
alcanzar el objetivo establecido.

En la primera sección se presenta una medida de comparación que permite establecer la similitud entre
grafos usando una variante de la distancia de edición y tomando en cuenta el tamaño de los grafos que se
están comparando. Posteriormente, en la segunda sección, se describen las estrategias propuestas para iden-
tificar ocurrencias de un patrón que difieren estructuralmente del mismo. En la tercera sección se introduce
un algoritmo para búsqueda de patrones frecuentes en un solo grafo con correspondencia inexacta, que usa
la medida de similitud propuesta en la sección 4.1, e implementa la estrategia descrita en la sección 4.2.
Finalmente, se muestran algunos experimentos llevados a cabo, con resultados que indican la efectividad
del algoritmo propuesto.

4.1. Medida de similitud entre grafos

Una de las diferencias más importantes entre el algoritmo que se busca desarrollar en esta investigación y
los algoritmos del estado del arte, es que nuestro objetivo es encontrar ocurrencias de un patrón que pueden
diferir, no sólo en las etiquetas de sus vértices o aristas, sino en la estructura misma, es decir, que pueden
tener más (o menos) aristas o vértices que el patrón con el que se están comparando. En este escenario de
correspondencia inexacta, se requiere de una función de comparación entre grafos para determinar si cada
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posible ocurrencia de un patrón es suficientemente parecida al patrón (con una disimilitud por debajo de un
umbral ∆, dado por el usuario) para ser considerada como una ocurrencia del mismo.

La función de comparación que utilizamos está basada en la distancia de edición existente entre los grafos
comparados. Dados dos grafos g1 = (V1, E1, L1) y g2 = (V2, E2, L2) y una relación binaria biunı́voca
m ⊆ V1 × V2, inicialmente definimos una medida de comparación entre g1 y g2 al estilo de la usada por
gApprox [CYZH07] como

f1(g1, g2) = κ1vedit + κ2eedit (1)

donde κ1 y κ2 son los costos de edición asociados a vértices y aristas, respectivamente, y satisfacen la
relación κ1 + κ2 = 1, mientras que las expresiones vedit y eedit se definen como

vedit =
∑

v∈V1\RV1

dv(v,m(v)) + |RV1 |+ |RV2 | (2)

con

RV1 = {v1 ∈ V1|@ v2 ∈ V2 tal que m(v1) = v2}
RV2 = {v2 ∈ V2|@ v1 ∈ V1 tal que m(v1) = v2}

dv(v1, v2) = costo de sustituir L1(v1) por L2(v2)

y

eedit =
∑

(u,v)∈E1\RE1

de ((u, v), (m(u),m(v))) + |RE1 |+ |RE2 |

con

RE1 =
{

(u, v) ∈ E1|@ u′, v′ ∈ V2 tales que m(u) = u′,m(v) = v′

y (u′, v′) ∈ E2

}
RE2 =

{
(u′, v′) ∈ E2|@ u, v ∈ V1 tales que m(u) = u′,m(v) = v′

y (u, v) ∈ E1}
de((u, v), (u′, v′)) = costo de sustituir L1((u, v)) por L2((u

′, v′))

Es importante notar que, mientras gApprox requiere que m sea una función biyectiva, en nuestro caso se
trata simplemente de una relación binaria biunı́voca, ası́ que pueden existir tanto vértices en V1 que no estén
relacionados con algún vértice en V2, como vértices en V2 que no sean la imagen de algún vértice en V1;
ésta es la razón por la que se incluye en vedit las expresiones |RV1 | y |RV2 |, que representan el costo de estas
diferencias. Esto permite considerar diferencias estructurales en los vértices. Del mismo modo, en eedit se
incluye |RE1 | y |RE2 | que representan, respectivamente, el costo de las aristas de E1 que no están mapeadas
en E2 y el de las aristas de E2 que no son imagen de ninguna arista en E1.

Respecto a la función f1, hay dos aspectos que vale la pena destacar. El primero es que contar las dife-
rencias de vértices y aristas por separado permite, en caso de que la aplicación ası́ lo requiera, ponderar de
manera diferente las diferencias entre vértices y las diferencias entre aristas. Hemos definido, además, que
κ1 + κ2 = 1, de manera que f1 puede verse como una combinación lineal convexa de vedit y eedit.

Desafortunadamente, aunque la función f1 permite comparar dos grafos y evaluar diferencias estructura-
les tanto en vértices como en aristas, la similitud que establece entre dos grafos no depende del tamaño de
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Figura 5: Aunque entre g1 y g2 existe la misma distancia de edición que entre g3 y g4 (en ambos casos la
diferencia es sólo un vértice y una arista), la diferencia deberı́a ser más importante al comparar g1 y g2,
por el tamaño de los grafos. Esta observación motiva a buscar una medida de comparación que sea relativa
al tamaño de los grafos comparados.

los mismos y, por lo tanto, una diferencia de un vértice se valorará igual si los grafos comparados tienen 2
vértices que si tienen 5000; esto puede ser inadecuado en aplicaciones donde pequeñas diferencias en grafos
grandes sean menos importantes que diferencias similares en grafos pequeños. Por ejemplo, en la Fig. 5 tanto
los grafos g1 y g2 como los grafos g3 y g4 difieren en un solo vértice y, por lo tanto, f1(g1, g2) = f1(g3, g4),
sin embargo, g3 y g4 pueden considerarse más parecidos que g1 y g2, pues concuerdan en 5 vértices, mientras
que g1 y g2 concuerdan sólo en 1.

Para resolver este problema, siguiendo las ideas de [BS98] dividiremos las diferencias obtenidas entre
el tamaño de los grafos comparados. Ası́, para comparar al patrón en turno, P = (VP , EP ), con una de
sus posibles ocurrencias, g = (Vg, Eg), y establecer si esta última es suficientemente similar a P para ser
tomada en cuenta a la hora de calcular el soporte del patrón, utilizamos la medida dada por

f2(P, g) =
κ1vedit
|VP |+ |Vg|

+
κ2eedit

|EP |+ |Eg|
. (3)

Si se sigue una estrategia de crecimiento de patrones, inicialmente P consta de un solo vértice y se puede
identificar sus ocurrencias (vértices con la misma etiqueta o una equivalente) comparando la etiqueta de P
contra las etiquetas del resto de los vértices en el grafo; la medida f2 se utilizará para patrones en donde
|VP | ≥ 2 y |EP | ≥ 1, por lo tanto, los denominadores en la expresión anterior nunca serán cero.

Cada sumando en la expresión (3) representa la distancia de edición existente entre P y g, considerando
sólo vértices o sólo aristas, normalizada por la cantidad total de vértices o aristas, existentes en ambos grafos;
esto permite que el impacto de un valor de vedit o eedit dado, dependa del tamaño y orden del patrón y la
ocurrencia que se están considerando. A diferencia de una distancia de edición, en donde sólo se toma en
cuenta la cantidad de transformaciones necesarias para llegar de un grafo a otro, queremos que el tamaño
del patrón sea relevante para determinar cuántas diferencias se permite entre un grafo y otro: una diferencia
de un vértice entre P y g, por ejemplo, deberı́a ser más importante si P tiene 2 vértices que si tiene 5000.
De esta manera, para los grafos que se muestran en la Fig. 5, tenemos, suponiendo que cada operación de
edición tiene un costo de 1

2 , i.e., κ1 = κ2 = 1
2 , que

f1(g1, g2) = f1(g3, g4) = 1,

pero
f2(g1, g2) = 0.666 y f2(g3, g4) = .078.
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Figura 6: Se desea encontrar patrones con diferencias estructurales en vértices, de manera que P1 y P2 sean
frecuentes en G para un umbral de frecuencia igual a 2.

Una ventaja que podemos señalar de f2 respecto a f1 es que, mientras esta última no está acotada, f2
toma valores entre 0 y 1, por lo que podrı́a ser más fácil determinar un umbral para f2, como un porcentaje
de parecido entre los grafos que se están comparando, que para f1, en donde debe especificarse la máxima
diferencia permitida sin saber el tamaño de los patrones que se están buscando.

Desafortunadamente, al utilizar f2 se pierde la propiedad de antimonotonicidad, y esto debe tomarse en
cuenta al recorrer el espacio de búsqueda.

Cabe señalar que estas medidas de similitud, f1 y f2, han sido propuestas de forma preliminar y probable-
mente se modificarán a lo largo de la investigación, pero, de momento, nos permiten concentrar la atención
en la forma en que se identificarán ocurrencias de un patrón utilizando correspondencia inexacta y satisfacen
los requerimientos que se tienen, i.e., permitir diferencias estructurales de vértices y aristas, ası́ como, en el
caso de f2, ser sensible al tamaño de los grafos que se comparan.

Finalmente, se debe también mencionar que f1 y f2 pueden calcularse durante el proceso de búsqueda de
patrones siguiendo una estrategia de crecimiento de patrones, sin aumentar la complejidad del algoritmo.

4.2. Identificación de patrones con diferencias estructurales

El principal objetivo que se estableció fue el de encontrar patrones con correspondencia inexacta que
pudieran tener diferente cantidad de vértices que sus ocurrencias. Considérese, por ejemplo, el grafo G que
se muestra en la Fig. 6a. Utilizando correspondencia exacta y un umbral de frecuencia σ = 2, sólo serı́a
posible identificar como patrones frecuentes a los vértices A y C por separado. Si, en cambio, se permiten
diferencias en la estructura de los grafos, serı́a posible identificar, por ejemplo, al patrón P1 (Fig. 6b) con
los subgrafos inducidos por los conjuntos de vértices en G {0, 2} y {1, 3, 4} como sus ocurrencias y al
patrón P2 (Fig. 6c) con las mismas ocurrencias. A continuación se describe la forma en que identificamos
ocurrencias de patrones con diferencias estructurales, utilizando la función f2 para comparar subgrafos.

4.2.1. Ocurrencias en donde sobran vértices

En este caso quisiéramos que al buscar el patrón P1 que se muestra en la Fig. 6b en el grafo G (Fig. 6a),
los vértices {1, 3, 4} fueran identificados como una ocurrencia del patrón, mapeando al vértice 0 con el 1 y
al 2 con el 4, aunque el vértice 3 “sobre”. Esto se puede lograr si al formar un nuevo patrón P ′ = P ∪ {v}
y buscar expandir una ocurrencia g, del patrón P a un vértice u que se corresponda con v (i.e., que tenga
la misma etiqueta o una etiqueta que, dependiendo del problema, pueda sustituir a la etiqueta de v), se
reemplaza el requerimiento de que exista una arista entre g y el vértice u por el requerimiento de que exista
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un camino entre g y el vértice u, como se hace en GraMi [JZH11] pero considerando correspondencia
inexacta (algo que GraMi no hace). En el ejemplo que se menciona, aunque no existe una arista entre los
vértices 1 y 4 del grafo G, existe un camino y, por lo tanto, puede considerarse una ocurrencia del patrón
P1.

Una pregunta que surge al seguir este planteamiento es de qué longitud puede ser el camino permitido
entre dos vértices. Puesto que la medida de similitud que estamos utilizando (f2) depende del tamaño de los
grafos considerados, la longitud del camino permitido también deberı́a depender del tamaño del patrón que
se esté considerando. Por ello, al momento de expandir cada ocurrencia de P , estimamos la longitud máxima
` que puede tener un camino para evitar sobrepasar el umbral de similitud ∆ proporcionado por el usuario.
Para estimar esta longitud consideremos un patrón P y una ocurrencia g con una distancia de edición entre
ellos representada por vedit y eedit. Si el patrón P se extiende para formar P ′ = P ∪ {v} y la ocurrencia g
se extiende a un vértice (supongamos un vértice que coincide de manera exacta con v) conectado a g por un
camino de longitud ` (con `− 1 vértices intermedios), formando la ocurrencia g′, se tendrı́a que

f2(P
′, g′) =

κ1vedit + κ1(`− 1)

(|VP |+ 1) + (|Vg|+ `)
+

κ2eedit + κ2`+ κ2enew
(|EP |+ enew) + (|Eg|+ `)

,

donde κ1 y κ2 representan los costos de inserción de vértices y aristas, respectivamente, y enew es la cantidad
de aristas que conectan al patrón P con el nuevo vértice v. Al considerar un camino de longitud `, el costo
de edición relativo a los vértices se modifica porque, para que la ocurrencia g′ coincida con el patrón P ′,
deben eliminarse ` − 1 vértices (numerador del primer sumando), mientras que en el caso de las aristas se
debe añadir el costo de eliminar las ` aristas que constituyen el camino y el de agregar enew aristas para
conectar el nuevo vértice con g (numerador del segundo sumando).

Para que g′ sea considerada una ocurrencia de P ′ se requiere que f2(P ′, g′) ≤ ∆; a partir de esta de-
sigualdad es posible estimar el tamaño máximo ` de un camino para que la similitud entre el patrón y la
ocurrencia esté por debajo del umbral establecido. Resolver directamente la desigualdad lleva a la reso-
lución de una ecuación cuadrática en ` con coeficientes que involucran muchos términos. Por ello, puede
resultar más sencillo estimar la longitud máxima de ` usando un esquema iterativo de bisección, sobre el
intervalo [0, |EG|]. Encontrando el máximo valor ` que permite que f2(P ′, g′) esté por debajo del umbral
de similitud ∆, puede implementarse la idea descrita al inicio de esta sección y encontrar ocurrencias de un
patrón dado en las que existen vértices “de más”.

4.2.2. Ocurrencias en donde faltan vértices

Dado el patrón P2 que se muestra en la Fig. 6c, quisiéramos que los vértices {0, 2} representaran una de
sus ocurrencias enG, a pesar de que entre los vértices 0 y 2 “falta” un vértice con etiquetaB. Para conseguir
esto, al momento de construir el conjunto de ocurrencias de un patrón P ′ = P ∪ {v}, resultado de extender
el patrón P con el vértice v, a partir del conjunto de ocurrencias P , conservamos aquellas ocurrencias que no
pudieron crecer y mantenemos registro de que hay un vértice faltante en esa ocurrencia, además de actualizar
apropiadamente la distancia de edición entre la ocurrencia que no pudo crecer y el patrón P ′, esto último si
el cálculo de las similitudes está integrado al proceso de búsqueda de patrones.

Como ya se explicó, la motivación para mantener estas ocurrencias que no pueden crecer en un cierto
punto del algoritmo es que quizá, más adelante, tengan coincidencias con un supergrafo de P ′, de tal manera
que, a pesar de los vértices faltantes, la similitud, de acuerdo a f2, entre las ocurrencias extendidas y el nuevo
patrón sea suficiente para que pueda decirse que ambos grafos se corresponden (de manera inexacta).
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También cabe señalar que, aunque se conservan las ocurrencias de P que no pudieron expandirse, al
calcular el soporte de P ′ sólo se toman en cuenta aquellas ocurrencias con disimilitud menor al umbral ∆
establecido por el usuario.

4.2.3. Diferencias estructurales en aristas

Para permitir diferencias estructurales en aristas, dado el patrón P ′ = P ∪ {v}, al momento de expandir
una ocurrencia, g de P buscamos un vértice que se corresponda con v y que esté conectado a g, no importa
que las aristas que lo conectan con g no correspondan a las que conectan al vértice v con P . Por supuesto,
es importante contar las diferencias existentes e incluı́r esa informacion en la distancia de edición que se
registra entre la ocurrencia y el patrón considerado (si este cálculo está integrado a la búsqueda).

4.3. Algoritmo propuesto

El algoritmo que se propone como resultado preliminar para buscar patrones frecuentes en un sólo grafo
con correspondencia inexacta que permite diferencias estructurales en vértices y aristas, llamado AGraP
(Approximate Graph Patterns), difiere de otros algoritmos en el estado del arte en la forma de identificar y
contar ocurrencias de un patrón dado, para lo cual sigue la estrategia propuesta en la sección 4.2, usando
la función de comparación de grafos f2, introducida en la sección 4.1. En AGraP, al igual que en otros
algoritmos como gApprox [CYZH07], la exploración del espacio de búsqueda se lleva a cabo mediante una
búsqueda en profundidad, se utiliza un enfoque de crecimiento de patrones para generar candidatos a patrón
y el soporte de un patrón se basa en el máximo número de ocurrencias disjuntas (no traslapadas) del patrón.

El Algoritmo 1, que utiliza las funciones Explorar, Recorrer, Expandir y ExpandirOccurrencias,
constituye el pseudocódigo de AGraP. El algoritmo inicialmente selecciona un nodo v en G y emplea la
función Explorar para encontrar todos los grafos conectados en G que incluyen a v. Posteriormente el
vértice se marca como “explorado” y no se toma en cuenta en la generación de patrones posteriores. La
función Explorar, junto con las funciones Recorrer y Expandir, genera patrones que se pueden construir
a partir del vértice v. Primero, la función Recorrer identifica los vértices conectados a v (o, en llamadas
posteriores, a un patrón dado P ) que no han sido explorados y crea el conjunto Vexpand. La función Expandir
hace crecer al patrón P (inicialmente P = {v}) a cada vértice en Vexpand y explora, mediante llamadas
recursivas a Recorrer, quien a su vez llama a Expandir, los nuevos patrones.

Las diferencias entre etiquetas de los vértices son permitidas mediante el manejo de un diccionario D
(lı́nea 4 en la función Explorar y lı́neas 5 y 15 en la función ExpandirOccurrencias), con las etiquetas de
los vértices como llaves, que indica qué sustituciones son permitidas.

En la función ExpandirOccurrencias se identifican las ocurrencias de un patrón dado, y es ahı́ donde
se permiten las diferencias estructurales entre grafos. Como se mencionó antes, nuestro algoritmo sigue un
enfoque de crecimiento de patrones, en el cual expandimos un patrón dadoP a un nuevo patrónP ′ = P∪{v}
agregando un vértice v. Cada vez que el patrón P crece, las ocurrencias de P se analizan para intentar
expandirlas, añadiendo un nuevo vértice u que se corresponda con v (en caso de que exista). De esta manera,
el conjunto M ′

P de ocurrencias de P ′ se construye a partir del conjunto MP de ocurrencias de P .
En ExpandirOccurrencias, es decir, al momento de construir el conjunto M ′

P se implementan las ideas
descritas en las secciones 4.2.1 (lı́neas 11-17), 4.2.2 (lı́neas 3-10) y 4.2.3 (al momento de calcular la distancia
de edición), conservando en el conjuntoM ′

P las ocurrencias que no pudieron crecer, ası́ como las ocurrencias
en donde el vértice añadido se conectó al subgrafo por un camino (en lugar de una arista).

Al momento de expandir cada ocurrencia en MP , mantenemos un registro de la distancia de edición que
existe entre la ocurrencia expandida y el patrón P ′. Las diferencias entre los grafos comparados se cuentan
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Algoritmo 1: Algoritmo AGraP
Entrada: G: grafo que se está analizando,

σ: umbral de frecuencia,
∆: umbral de similitud,
D: diccionario de equivalencia entre etiquetas (opcional)

Salida: P : conjunto de patrones frecuentes en G.

for v ∈ G do
explorado(v)← Falso;

P ← ∅;
for v ∈ G do

explorado(v)← Verdadero;
Pv ← Explorar(G, σ,∆, D, v);
P ← P ∪ Pv;

Función Explorar(G, σ,∆, D, v)
Entrada: G: grafo que se está analizando,

σ: umbral de frecuencia,
∆: umbral de similitud,
D: diccionario de equivalencia entre etiquetas (opcional),
v: vértice en VG a partir del cual se generarán patrones

Salida: Pv: conjunto de patrones con inicio en el vértice v

1 for u ∈ G do
2 marcado(u)← Falso;

3 Pv ← ∅;
4 Mv ← Lista de vértices con la misma etiqueta que v o con una etiqueta equivalente de acuerdo al

diccionario D;
5 Cv ← Lista de costos de edición entre cada vértice en Mv y el vértice-patrón v;
6 if |Mv| ≥ σ then
7 Pv ← Pv ∪ {v}
8 PRecorrer ← Recorrer(G, {v},Mv, Cv, σ,∆, D) ;
9 Pv ← Pv ∪ PRecorrer
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Función Recorrer(G,P,MP , CP , σ,∆, D)
Entrada: G: grafo que se está analizando,

P : candidato a patrón,
MP : lista de ocurrencias de P ,
CP : lista con costos de edición entre P y sus ocurrencias,
σ: umbral de frecuencia,
∆: umbral de similitud,
D: diccionario de equivalencia entre etiquetas (opcional)

Salida: PExp: conjunto de patrones que se pueden obtener haciendo crecer P .

1 Vexpand ← Vértices conectados a P que no han sido explorados ni marcados;
2 for u ∈ Vexpand do
3 marcado(u)← Verdadero;

4 PExp ← Expandir(G,P,MP , CP , Vexpand, σ,∆, D);
5 for u ∈ Vexpand do
6 marcado(u)← Falso;

Función Expandir(G,P,MP , CP , Vexpand, σ,∆, D)
Entrada: G: grafo que se está analizando,

P : candidato a patrón,
MP : lista de ocurrencias de P ,
CP : lista con costos de edición entre P y sus ocurrencias,
Vexpand: lista de vértices sin explorar conectados a P ,
σ: umbral de frecuencia,
∆: umbral de similitud,
D: diccionario de equivalencia entre etiquetas (opcional)

Salida: PP : conjunto de patrones obtenidos expandiendo P .

1 PP , PH , PV ← ∅;
2 for vexp ∈ Vexpand do
3 P ′ ← P ∪ {vexp};
4 M ′

P , C
′
P ← ExpandirOcurrencias(G,P,MP , CP , vexp,∆, D);

5 supP ′ ← soporte del patrón P ′;
6 if supP ′ ≥ σ then
7 PP ← PP ∪ P ′

8 if |M ′
P | > σ then

9 V ′
expand ← Vexpand\{vexp};

10 PH ← Expandir(G,P ′,M ′
P , C

′
P , V

′
expand, σ,∆, D);

11 PV ← Recorrer(G,P ′,M ′
P , C

′
P , σ,∆, D);

12 PP ← PP ∪ PH ∪ PV ;
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Función ExpandirOcurrencias(G,P,MP , CP , newV ertex,∆, D)
Entrada: G: grafo que se está analizando,

P : candidato a patrón,
MP : lista de ocurrencias de P ,
CP : lista con costos de edición entre P y sus ocurrencias,
newV ertex: vértice conectado a P ∆: umbral de similitud,
D: diccionario de equivalencia entre etiquetas (opcional)

Salida: M ′
P : lista de ocurrencias de P ′ = P ∪ {newV ertex},

C ′
P : lista con el costo de edición asociado a cada ocurrencia en M ′

P (con respecto al
nuevo patrón P ′)

1 M ′
P , C

′
P ← ∅;

2 for ocurrencia O en MP do
/* Analizando vértices correspondientes con newV ertex y

conectados, por una o varias aristas, a la ocurrencia O */
3 v V ecinos← Lista de vértices en VG\O conectados a O;
4 for vertexV ∈ v V ecinos do
5 if label(vertexV ) = label(newV ertex) OR label(vertexV ) ∈ D[newV ertex] then
6 Agregar O ∪ {vertexV } a la lista M ′

P ;
7 Calcular el costo de edición entre la nueva ocurrencia y P ′, y agregarlo a C ′

P ;

8 else
9 Agregar O a la lista M ′

P y marcar la ausencia de un nuevo vértice con el sı́mbolo ’-’;
10 Calcular el costo de edición entre O y P ′ y agregarlo a C ′

P ;

/* Analizando vértices conectados a O por caminos */
11 `←Estimación de la máxima longitud que puede tener un camino entre la ocurrencia O y un

nuevo vértice, sin que se sobrepase el umbral de disimilitud ∆;
12 for i = 2 : ` do
13 vertCamino←Vértices en VG\(O ∪ v V ecinos) conectados a O por un camino de

longitud i;
14 for vertexC ∈ vertCamino do
15 if label(vertexC) = label(newV ertex) OR label(vertexC) ∈ D[newV ertex] then
16 Agregar O ∪ {vertexC} a la lista M ′

P ;
17 Calcular el costo de edición entre la nueva ocurrencia y P ′, y agregarlo a C ′

P ;
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por separado para los vértices y las aristas, de manera que, después de ser expandida, cada ocurrencia tiene
asociados dos números, vedit y eedit, que cuantifican sus diferencias, en vértices y aristas (respectivamente),
respecto al patrón P ′. En este proceso simplemente se cuentan los pasos de edición, sin tomar en cuenta el
umbral de disimilitud ∆.

Finalmente, para establecer el soporte de cada patrón se selecciona, de la lista de ocurrencias M ′
P y

utilizando los costos de edición asociados a cada una de ellas, al conjunto de ocurrencias cuya disimilitud
con el patrón P ′ está por debajo del umbral ∆. Con esta sublista de ocurrencias se calcula el soporte del
patrón usando la definición dada por Bringmann y Nijssen [BN08], que se basa en la mı́nima imagen de un
grafo y se describió en la sección 2.1.

4.4. Experimentos

Se realizaron dos tipos de experimentos. En el primer experimento se utilizaron grafos pequeños cons-
truidos con el propósito de examinar el tipo de patrones encontrados y mostrar los alcances y limitaciones
que en este momento tiene el algoritmo propuesto. En el segundo experimento se utilizaron grafos un poco
más grandes para observar cómo varı́a la cantidad de patrones obtenidos por nuestro algoritmo para dife-
rentes valores del umbral de frecuencia. En ambos experimentos, se compararon los patrones obtenidos con
nuestro algoritmo con los patrones encontrados por gApprox [CYZH07], que es el algoritmo más cercano
a nuestro trabajo y el único que hemos encontrado para buscar patrones frecuentes en un solo grafo con
correspondencia inexacta.

Los experimentos se llevaron a cabo en una computadora con procesador Intel Core i7 (3.4 Ghz) con
16GB en RAM, corriendo bajo el sistema operativo GNU Linux con distribución Ubuntu 11.10 de 64 bits.
La implementación de nuestro algoritmo y de gApprox se realizó en Python, utilizando la biblioteca de
funciones NetworkX.

4.4.1. Experimento 1

En este experimento utilizamos grafos pequeños para comparar, uno por uno, los patrones frecuentes
obtenidos con AGraP contra los obtenidos con gApprox. Los grafos usados en este experimento se muestran
en la Fig. 7.

El grafo G1 (Fig. 7a) se usó en la sección 4.2 para ejemplificar el tipo de patrones de nuestro interés. En
la Tabla 1 pueden observarse los patrones frecuentes encontrados con AGraP y con gApprox usando σ = 2
y ∆ = 4, sin tener equivalencia entre etiquetas. La primera columna muestra los patrones encontrados; en
la segunda, se enlistan las ocurrencias dentro de G1 de cada patrón, junto con los costos de edición, para
vértices y aristas, respecto al patrón. En la lista de los vértices que componen cada ocurrencia se señala
a cada vértice faltante con el sı́mbolo ’-’, mientras que un signo negativo precediendo al identificador
de un vértice indica que éste “sobra”. Para observar el tipo de ocurrencias que AGraP encuentra, en la
segunda columna se muestran todas las ocurrencias que se identificaron de un patrón, sin tomar en cuenta
si su similitud con el patrón está por debajo del umbral ∆ (al calcular el soporte sólo se toman en cuenta
las ocurrencias que son suficientemente similares al patrón). Finalmente, en la tercer y cuarta columnas se
muestra el soporte de cada patrón en G1; las letras N.E. (No Encontrado) se usan para mostrar los casos en
que gApprox no encontró un determinado patrón. Es importante mencionar que, para los grafos G1 y G2,
utilizamos las mismas funciones que gApprox para establecer la similitud entre grafos (la suma del costo
de edición en vértices y aristas, expresión (4.1)) y el soporte de cada patrón (de ahı́ que el valor de ∆ no
esté entre 0 y 1).
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Figura 7: Grafos que se analizaron para comparar los patrones encontrados por gApprox [CYZH07] contra
los patrones encontrados por el algoritmo propuesto.
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Cuadro 1: Patrones frecuentes encontrados al analizar el grafo G1 que se muestra en la Fig. 7, usando
σ = 2 y ∆ = 4. En la segunda columna, el sı́mbolo ’-’ indica la ausencia de un vértice, mientras que un
signo negativo precede a un vértice que “sobra”. La expresión N.E. en la tercera columna indica que el
algoritmo correspondiente no encontró el patrón que se muestra en la primera columna de esa fila.

Patrón Ocurrencias encontradas Soporte
{V értices} / (vedit, eedit) gApprox AGraP

A
{0} / (0, 0)
{1} / (0, 0)

2 2

C
{2} / (0, 0)
{4} / (0, 0)

2 2

A

C

{0, 2} / (0, 0)

Sólo AGraP:
{0,−} / (1, 1)

{1,−0, 2} / (1, 3)

{1,−3, 4} / (1, 3)

{1,−} / (1, 1)

1/N.E. 2

A

B

{1, 3} / (0, 0)

Sólo AGraP:
{1,−} / (1, 1)

{0,−1, 3} / (1, 3)

{0,−} / (1, 1)

1/N.E. 2

A

B

C

{1, 3, 4} / (0, 0)

Sólo AGraP:
{1, 3,−0, 2} / (1, 3)

{1, 3,−} / (1, 1)

{1,−,−} / (2, 2)

{0,−1, 3, 2} / (1, 5)

{0,−, 2} / (1, 3)

1/N.E. 2
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Como puede observarse en la Tabla 1, al analizar G1 con los parámetros especificados, gApprox en-
contró dos patrones y AGraP encontró cinco: los dos que encontró gApprox y tres patrones adicionales. En
este primer ejemplo se muestra que AGraP es capaz de encontrar los mismos patrones que gApprox, más
algunos otros que pasan desapercibidos cuando no se permiten diferencias estructurales en los vértices.

Al analizar el grafo G2 (Fig. 7) con σ = 2, ∆ = 4 y aceptando la etiqueta ‘F’ como reemplazo de la
etiqueta ‘A’, se obtuvieron 23 patrones con gApprox y 63 con AGraP (los 23 que encontró gApprox y 40
adicionales). En la Tabla 2 se muestran dos de los patrones frecuentes que se encuentran con AGraP pero
no con gApprox. En el primer caso se trata de un patrón que pasa desapercibido al utilizar gApprox, ya que,
sin permitir diferencias estructurales en los vértices, aparece sólo una vez en G2. En el segundo caso se trata
de un patrón que gApprox tampoco encuentra porque no puede detectar suficientes ocurrencias del mismo
para que su soporte esté por encima del umbral de frecuencia. Con este ejemplo podemos ver que permitir
diferencias estructurales en los vértices, durante la búsqueda de patrones frecuentes, hace posible encontrar
patrones que de otra manera pasarı́an desapercibidos.

Es muy importante subrayar que, en todos los resultados que se analizaron en este grupo de experimentos,
pudo constatarse que AGraP encuentra todos los patrones frecuentes que encuentra gApprox, más otros
patrones adicionales.

Examinar los patrones frecuentes encontrados con AGraP al analizar los grafos G3 y G4 (Fig. 7), usando
la función de similitud f2 propuesta en la seccion 4.1, permite observar una de las limitaciones de nuestro
algoritmo.

Al buscar patrones frecuentes en G3 usando σ = 2, ∆ = 0.5 y ninguna equivalencia entre etiquetas,
el algoritmo no devuelve el patrón P2, que se muestra en la Tabla 3, aunque esperarı́amos que {0, 1, 2} y
{3,−4,−5, 6, 7} se consideraran ocurrencias del patrón (la segunda con vértices, 4 y 5, que sobran) y que,
por lo tanto, el patrón fuera frecuente.

¿Por qué AGraP no identifica al patrón P2 como frecuente? Con la medida de similitud usada (f2),
debido a la cota ` que se impone al número de vértices que pueden sobrar (ver sección 4.2.1) el patrón P1

no puede tener ocurrencias en dónde sobren vértices y, por lo tanto, los vértices {3, 4, 5, 6} no forman una
ocurrencia del patrón. Al extender el patrón P1 al patrón P2 (ver Tabla 3), la similitud entre P2 y el subgrafo
formado por {3, 4, 5, 6, 7} se encuentra por debajo de ∆, pero, puesto que el conjunto de ocurrencias de P2

se forma extendiendo las ocurrencias de P1, no es posible encontrar esta ocurrencia de P2 y el patrón no se
identifica como frecuente. Es importante notar que sucederı́a lo mismo aun cuando los vértices 2 y 7 de G3

representaran subgrafos idénticos de cualquier tamaño.
En contraste, el patrón P3 (Tabla 3) sı́ puede identificarse en G4 (el valor de ` al formar el patrón P3 es

2, y, por lo tanto, los vértices {4, 5, 6, 7, 8} sı́ representan una ocurrencia del patrón) y, en consecuencia,
también es posible encontrar al patrón P4, que se forma extendiendo P3.

Con esto se muestra que hay patrones que, a pesar de satisfacer los valores de σ y ∆ especificados,
podrı́an no ser encontrados con nuestro algoritmo, debido a la cota que se impone al número de vértices que
pueden sobrar y que, por el momento, se usa para reducir el costo de la búsqueda.

En resumen, con base en los resultados obtenidos en este primer experimento, puede afirmarse que AGraP
encuentra patrones que tienen diferencias estructurales, tanto en vértices como en aristas, con sus ocurren-
cias, aunque es posible que no encuentre todos los patrones que satisfacen los umbrales σ y ∆ proporcio-
nados por el usuario. No obstante, se muestra (aunque falta demostrarlo teóricamente, lo cual se hará más
adelante) que AGraP es capaz de encontrar todos los patrones que gApprox encuentra, y, adicionalmente,
encontrar patrones que no se detectan usando gApprox.
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Cuadro 2: Algunos patrones frecuentes encontrados al analizar el grafo G2 que se muestra en la Fig. 7,
usando σ = 2, ∆ = 4 y especificando que la etiqueta ’F’ puede reemplazar a la etiqueta ’A’. En la
segunda columna, el sı́mbolo ’-’ indica la ausencia de un vértice, mientras que un signo negativo precede
a un vértice que “sobra”. La expresión N.E. en la tercera columna indica que el algoritmo correspondiente
no encontró el patrón que se muestra en la primera columna de esa fila.

Patrón Ocurrencias encontradas Soporte
{V értices} / (vedit, eedit) gApprox AGraP

A

B C

{0, 1, 2} / (0, 0)

{0, 3, 2} / (0, 1)

Sólo AGraP:
{0, 1,−} / (1, 1)

{0, 3,−1, 6} / (1, 4)

{4, 3,−1, 2} / (1, 4)

{4, 3,−1, 6} / (1, 4)

{4, 3,−} / (1, 1)

{7, 8,−1, 10} / (2, 4)

{7, 8,−} / (2, 1)

{7, 3,−1, 2} / (2, 4)

{7, 3,−1, 6} / (2, 4)

{7, 3,−} / (2, 1)

1/N. E. 3

A

B B

{0, 1, 3} / (0, 0)

{7, 3, 8} / (1, 0)

{7, 8, 3} / (1, 0)

Sólo AGraP:
{0, 1,−} / (1, 1)

{0, 3, 1} / (0, 0)

{0, 3,−1, 8} / (1, 3)

{4, 3,−1, 1} / (1, 3)

{4, 3,−1, 8} / (1, 3)

{4, 3,−} / (1, 1)

{7, 3,−1, 1} / (2, 3)

1/N.E. 2
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Cuadro 3: Algunos patrones frecuentes en los grafosG3 yG4 que se muestran en la Fig. 7. AGraP se usó con
σ = 2, ∆ = 0.5 y la función de correspondencia inexacta f2. En la segunda columna, el sı́mbolo ’-’ indica
la ausencia de un vértice, mientras que un signo negativo precede a un vértice que “sobra”. La expresión
N.E. en la tercera columna indica que el algoritmo correspondiente no encontró el patrón que se muestra
en la primera columna de esa fila.

Patrón Ocurrencias encontradas Soporte
{V értices} / (vedit, eedit) AGraP

En G3: P1
A X

{0, 1} / (0, 0)

{0,−} / (1, 1)

{3,−} / (1, 1)

1/N.E.

P2
A X Y

{0, 1,−} / (1, 1)

{0,−,−} / (2, 2)

{3,−,−} / (2, 2)

1/N.E.

En G4: P3
A B X

{0, 1, 2} / (0, 0)

{0, 1,−} / (1, 1)

{0,−,−} / (2, 2)

{4, 5,−0,−1, 2} / (2, 4)

{4, 5,−6,−7, 8} / (2, 4)

{4, 5,−} / (1, 1)

2

P4

A B X Y

{0, 1, 2, 3} / (0, 0)

{0, 1, 2,−} / (1, 1)

{0, 1,−,−2, 3} / (2, 4)

{0, 1,−,−} / (2, 2)

{0,−,−,−} / (3, 3)

{4, 5,−0,−1, 2, 3} / (2, 4)

{4, 5,−6,−7, 8, 9} / (2, 4)

{4, 5,−,−} / (2, 2)

2
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Cuadro 4: Caracterı́sticas de los grafos usados en el experimento 2. La cuarta columna señala la cantidad
de etiquetas en vértices. La quinta columna indica los parámetros que se usaron en el generador de grafos
de Kuramochi y Karypis [KK01] para obtener el grafo correspondiente.

Grafo Vértices Aristas Etiquetas Parámetros en generador

G100 100 346 20 -D1 -E1 -i87 -L1730 -T340 -V20

G150 150 716 30 -D1 -E1 -i188 -L3750 -T750-V30

G175 175 1303 35 -D1 -E1 -i335 -L6700 -T1340 -V35

G200 200 1455 40 -D1 -E1 -i375 -L7500 -T1500 -V40

Cuadro 5: Cantidad de patrones encontrados con AGraP y gApprox en el experimento 2, usando ∆ = 4 y
distintos valores de σ.

G100 G150 G175 G200

σ AGraP gApprox AGraP gApprox AGraP gApprox AGraP gApprox

3 9,329 1,835 8,275 893 121,758 15,205 121,869 10,358
4 1,650 300 1,190 208 16,228 1,783 11,354 949
5 425 129 325 123 2,700 314 1,523 182
6 152 66 113 87 499 114 328 116
7 81 54 45 45 137 67 83 68

4.4.2. Experimento 2

En el segundo experimento se utilizaron grafos más grandes y se analizó la cantidad de patrones encon-
trados por AGraP para diferentes valores del umbral de frecuencia σ. En todos los casos se comparó la
cantidad de patrones encontrados contra la cantidad de patrones que encuentra gApprox; para esto se usaron
en AGraP las funciones de similitud y de soporte que gApprox utiliza.

Para este experimento se generaron datos usando el generador de grafos desarrollado por Kuramochi et al.
[KK01], también empleado por Chen et al. en los experimentos que reportan sobre gApprox en [CYZH07].
La Tabla 4 muestra las caracterı́sticas de los grafos usados. En la última columna se muestra el valor de los
parámetros involucrados en la generación de los grafos; de acuerdo con la documentación del generador de
grafos, dichos parámetros son: cantidad de transacciones (D), cantidad de etiquetas en aristas (E), tamaño
promedio de un grafo frecuente (i), cantidad de grafos frecuentes (L), tamaño promedio de cada grafo (T) y
cantidad de etiquetas en vértices (V).

La Tabla 5 muestra la cantidad de patrones encontrados en este experimento para cada grafo y valor de σ;
la Fig. 8 muestra la proporción de patrones encontrados por AGraP respecto a los patrones encontrados por
gApprox. La proporción es en todos los casos mayor o igual a 1, lo cual era de esperarse dado que AGraP
encuentra los patrones que gApprox encuentra, más algunos otros adicionales. Puede observarse que, en
general, un umbral más pequeño se traduce en un incremento de la proporción de patrones adicionales que
AGraP encuentra, llegando a encontrar (para el grafo G200 con σ = 4) hasta doce veces la cantidad de los
patrones que gApprox encuentra. Esto nos lleva a concluir que AGraP, al permitir diferencias estructurales
tanto en vértices como en aristas, identifica una cantidad considerable de patrones que de otra forma pasarı́an
desapercibidos; de esta manera el algoritmo propuesto cumple el propósito con el que fue diseñado.
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Figura 8: Proporción de patrones encontrados por AGraP, relativa a la cantidad de patrones encontrados
por gApprox, usando ∆ = 4 y diferentes valores de σ.

La Fig. 9 muestra el tiempo de ejecución que requirió cada algoritmo en este experimento. Cabe men-
cionar que, puesto que en este experimento se utliza la medida de similitud f1, que es antimonotónica, fue
posible podar el espacio de búsqueda y tener un desempeño aceptable del algoritmo propuesto. Sin embar-
go, tomando en cuenta que queremos usar la medida de similitud f2, consideramos que el siguiente paso
importante en el desarrollo del algoritmo es encontrar una forma de lidiar con la falta de antimonotonicidad
de f2, de manera que el tiempo de ejecución requerido no sea un obstáculo para analizar grafos del tamaño
considerado en este experimento.

5. Conclusiones

La búsqueda de patrones en un grafo usando correspondencia inexacta, de manera que los patrones pue-
dan tener diferencias estructurales en vértices y aristas, respecto a los subgrafos que son considerados sus
ocurrencias, es un problema que plantea dificultades no triviales. Se debe lidiar con aspectos que van desde
la definición de una función de similitud hasta la pérdida de la propiedad de antimonotonicidad, que sirve
para podar el espacio de búsqueda; además, al tratarse de patrones en un solo grafo es necesario establecer
una forma de evaluar el soporte de cada patrón que tome en cuenta los posibles traslapes entre ocurrencias.

En esta propuesta de investigación se plantea el desarrollo de un algoritmo para la búsqueda de patrones
frecuentes interesantes en un solo grafo utilizando correspondencia inexacta. No sólo se desea encontrar
patrones frecuentes, sino obtener un subconjunto de los mismos que sea interesante y que, por ser más
pequeño que el conjunto de grafos frecuentes, resulte más fácil de analizar y más útil en ciertas aplicaciones.
En particular, se plantea la posibilidad de usar el algoritmo propuesto en el contexto de grafos dinámicos.
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Figura 9: Tiempo requerido por AGraP y gApprox para encontrar los patrones frecuentes en los grafos del
experimento 2, usando ∆ = 4 y diferentes valores de σ. El tiempo se muestra en segundos y en escala
logarı́tmica.

Como parte de los resultados preliminares se propuso un algoritmo que permite encontrar patrones fre-
cuentes en un solo grafo, que permite diferencias estructurales en vértices y aristas e identifica patrones que
pasan desapercibidos para otros algoritmos del estado del arte. Para definir este algoritmo se propuso una
función de comparación entre grafos que está basada en costos de edición y que toma en cuenta el tamaño
de los grafos que se se están comparando. También se propusieron estrategias para identificar ocurrencias
con diferencias estructurales en vértices, de manera que éstos puedan “faltar” o “sobrar”, respecto al patrón
que se considera.

Aunque el desempeño del algoritmo propuesto es aceptable cuando se usa una función de correspondencia
inexacta antimonotónica (como f1), para funciones que no sean antimonotónicas (como f2) la poda usada
no puede ser aplicada, lo cual afecta negativamente su desempeño a medida que se incrementa el tamaño
de los grafos analizados. Este problema y propuestas para su solución se explorarán más adelante, en el
transcurso de la investigación. El siguiente paso en nuestra investigación consistirá en definir una medida de
soporte para, tomando en cuenta el uso de correspondencia inexacta, determinar la frecuencia de un patrón
dentro de un grafo.

Con base en los resultados reportados en la literatura y el análisis realizado en este trabajo, podemos
decir que el problema planteado es importante. Además, a pesar de que nuestro algoritmo se encuentra en
construcción, los resultados preliminares muestran que la solución al problema propuesto es alcanzable, en
el tiempo planteado, siguiendo la metodologı́a descrita.
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